 CALCOLO DELLE PROBABILITA’

Definizione classica di probabilità (secondo Laplace)
La probabilità P(E) di un evento E è il rapporto fra il numero m dei casi favorevoli al verificarsi di E ed il numero n dei casi egualmente possibili:
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Osservazioni:

1) La probabilità è un numero compreso fra 0 e 1: 0≤P(E)≤1, i valori estremi (0 e 1) corrispondono rispettivamente alla probabilità dell’evento impossibile ed alla probabilità dell’evento certo (vedi punti successivi);

2) La probabilità dell’evento impossibile si ha quando non vi sono casi favorevoli, ossia il numero m dei casi favorevoli è pari a 0: 
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3) La probabilità dell’evento certo si ha quando tutti i casi possibili sono favorevoli, ossia il numero m dei casi favorevoli è pari a n: 
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Definizione frequentista della probabilità (secondo Pearson)
Premesse:

1) La frequenza relativa di un evento in n prove effettuate alle stesse condizioni è il rapporto fra il numero k delle prove nelle quali l’evento si è verificato ed il numero n delle prove effettuate: 
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2) Legge empirica del caso: in un gran numero di prove, eseguite tutte nelle stesse condizioni, la frequenza relativa di un evento tende ad assumere valori prossimi ala probabilità dell’evento stesso e l’approssimazione è tanto maggiore quanto più grande è il numero di prove eseguite.
Definizione:

La probabilità di un evento è la frequenza relativa in un numero di prove sufficientemente grande:
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, con n sufficientemente grande.

Confronto fra concezione classica e concezione frequentista

Si consideri l’esperimento lancio della moneta. Gli eventi che costituiscono l’esito possibile dell’esperimento sono due: “esce testa” ed “esce croce”. Secondo la concezione classica di probabilità i due eventi sarebbero considerati egualmente possibili (o meglio sarebbe precisare egualmente probabili) e ciascuno avrebbe una probabilità di verificarsi pari a 0,5. La limitatezza della concezione classica sta nel fatto di non poter misurare la probabilità di un evento nel caso in cui gli eventi elementari che possono verificarsi non siano egualmente probabili (il che nel nostro esempio potrebbe essere nel caso di una moneta truccata). Una soluzione a tale limitatezza è offerta dalla concezione frequentista, secondo la quale, nell’esempio considerato, per misurare la probabilità degli eventi “esce testa” ed “esce croce” occorrerebbe effettuare un numero di lanci sufficientemente grande e calcolare la frequenza relativa dei due eventi che verrebbe considerata la probabilità degli eventi stessi. E’ evidente che se la moneta utilizzata per effettuare le prove fosse regolare la frequenza relativa di entrambi gli eventi “esce testa” ed “esce croce” si avvicinerebbe molto a 0,5 e coinciderebbe, con una certa approssimazione, con il valore determinato in base alla concezione classica. Se viceversa la moneta fosse truccata, uno dei due eventi si presenterebbe con maggiore frequenza dell’altro e le frequenze in tal modo determinate rappresenterebbero una misura delle rispettive probabilità sicuramente più attendibile di quella risultante dalla definizione classica basata sulla supposizione (in questo caso errata) che i due eventi elementari “esce testa” ed “esce croce” siano egualmente probabili.
Definizione assiomatica della probabilità (secondo Kolmogorov)
Premesse:
1) Ad ogni esperimento si può associare un insieme U detto universo o spazio degli eventi i cui elementi sono tutti i possibili risultati dell’esperimento.

· Ad esempio, se l’esperimento è il lancio di un dado, lo spazio degli eventi contiene gli elementi e1=“esce uno”, e2=“esce due”, e3=“esce tre”, e4=“esce quattro”, e5=“esce cinque”, e6=“esce sei”, ossia: U={e1, e2, e3, e4, e5, e6}.
2) La nozione di evento è assunta come primitiva, ciò significa che non è definibile associando in un’espressione matematica altre nozioni primitive.
3) Un evento è descrivibile con un’espressione linguistica cui si può associare un sottoinsieme dell’insieme universo U.

· Nell’esempio del lancio del dado l’evento descrivibile con l’espressione linguistica “esce un numero dispari” si può associare all’insieme D={e1, e3, e5} che è un sottoinsieme di U (in simboli: X(U). 
4) Si può identificare l’evento con il sottoinsieme associato all’espressione linguistica che lo descrive e tradurre le operazioni logiche sugli eventi in operazioni fra sottoinsiemi.
· Nell’esempio del lancio del dado, l’evento “esce un numero pari” può essere identificato con il sottoinsieme P={e2, e4, e6};
· Se consideriamo i due eventi “esce un numero pari” ed “esce un numero non inferiore a quattro”, identificabili con i sottoinsiemi P={e2, e4, e6} e Q={e4, e5, e6}, si possono tradurre le operazioni logiche sugli eventi in operazioni fra i due sottoinsiemi corrispondenti. Ad esempio la somma logica dei due eventi è l’evento descrivibile con l’espressione “esce un numero pari o non inferiore a quattro”, l’operazione si può tradurre nell’unione dei due sottoinsiemi corrispondenti: P(Q={e2, e4, e5, e6}; analogamente il prodotto logico dei due eventi è l’evento descrivibile con l’espressione “esce un numero pari e non inferiore a quattro”, l’operazione si può tradurre nell’intersezione dei due sottoinsiemi corrispondenti: P(Q={e4, e6}. Graficamente:
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· Il complemento logico dell’evento “esce un numero pari” è l’evento “esce un numero non pari” (ossia “esce un numero dispari” che si può definire come evento complementare rispetto al primo), tale evento complementare corrisponde all’insieme complementare di P={e2, e4, e6} che si indica con il simbolo 
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 e coincide con l’insieme precedentemente definito D={e1, e3, e5}. Graficamente:
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5) I sottoinsiemi costituiti da un solo elemento vengono detti eventi elementari.

· Nell’esempio del lancio del dado è facile intuire che si tratta dei sottoinsiemi E1={e1}, E2={e2},...,E6={e6}.
6) Si dice che l’evento si verifica se il risultato dell’esperimento è un elemento appartenente al sottoinsieme associato all’evento.
· Nell’esempio del lancio del dado si dice che l’evento “esce un numero dispari” si verifica se il risultato del lancio del dado è un elemento del sottoinsieme D={e1,e3,e5} associato all’evento.

7) Si dice campo degli eventi, e si indica con il simbolo F, l’insieme che ha come elementi tutti i possibili sottoinsiemi di U, compresi lo stesso U e l’insieme vuoto ( (che del primo costituisce il complemento). 

Definizione:
La probabilità P(E) è una funzione che associa ad ogni evento del campo degli eventi un numero reale (compreso fra 0 e 1), in modo che siano soddisfatti i seguenti assiomi:

1°) P(E)(0

2°) P(U)=1

3°) Se E1 ed E2 sono incompatibili, ossia E1(E2=(, si ha: P(E1(E2)=P(E1)+P(E2)

Proprietà:

1) All’evento impossibile è associato l’insieme vuoto (, la cui probabilità è nulla: P(()=0

2) Dato un evento E, la probabilità dell’evento contrario 
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 è pari a P(
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)=1-P(E)

3) La probabilità di un evento è un numero compreso fra 0 e 1: 0(P(E)(1

4) Se due eventi E1 ed E2 sono compatibili (ossia possono verificarsi contemporaneamente) si ha: P(E1(E2)=P(E1)+P(E2)-P(E1(E2) dove E1(E2 rappresenta l’evento che si verifica se si verifica indifferentemente E1 oppure E2 e E1(E2 rappresenta l’evento che si verifica se si verificano contemporaneamente E1 ed E2.
5) Se due eventi E1 ed E2 sono indifferenti (ossia il verificarsi dell’uno non altera la probabilità che si verifichi l’altro), si ha P(E1(E2)= P(E1)·P(E2). Se invece l’evento E2 dipende da E1 si ha: P(E1(E2)= P(E1)·P(E2\ E1), dove P(E2\ E1) rappresenta la probabilità di E2 condizionata al verificarsi di E1 (ossia la probabilità che si verifichi E2sapendo che si è verificato E1.
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