CALCOLO DEI MASSIMI E MINIMI VINCOLATI CON L’USO DELLE DERIVATE PARZIALI:

                                                                                                     f(xo+h)-f(xo)

La derivata è il limite del rapporto incrementale: lim——————— .

                                                                               h→0           h

PRIMO CASO:

Nel vincolo g(x,y) una delle due variabili è di primo grado. Si ricava tale variabile di primo grado e si va a sostituire nella funzione z=f(x,y).

Si ottiene così una funzione non più in due variabili indipendenti, ma in una sola variabile.

ESEMPIO

 z= x2-y2                   vincolo: 2x+y-3=0

                                                y= -2x+3

z= x2-(-2x+3)2
z= -3x2+12x-9

z'= -6x+12;          -6x+12=0;        x=2

z"= -6<0 (massimo)

Per trovare  la y si sostituisce 2 nella funzione che rappresenta il vincolo.

Si ottiene il punto Q1(2,-1) che è un  massimo perché la derivata seconda risulta negativa.

SECONDO CASO :

Caso in cui tutte e due le variabili del vincolo non sono lineari (x e y non sono di primo grado).

ESEMPIO:

z= x+y                        vincolo: x2+y2=2.

*Si costruisce la funzione “Lagrangiana” (dal nome del matematico LAGRANGE).

Z= f(x,y)+(g(x,y)         ((= moltiplicatore di Lagrange)

Nel nostro caso:

Z=x+y+((x2+y2-2)

*Si calcolano le tre derivate parziali prime.

Z'x=1+2(x

Z'y=1+2(y

Z'(=x2+y2-2.

*Si pongono uguali a 0 e si ottiene un sistema di tre equazioni in tre incognite x,y,( :


1+2(x=0           x= -1/2(
1+2(y=0           y= -1/2(
x2+y2-2=0         1/4(2+1/4(2-2=0  ( si moltiplica tutto per 4(2)


x= -1                 x= 1

y= -1                 y= 1

(=1/2                (= -1/2      

P=(-1, -1, 1/2)           P1= (1, 1, -1/2) .

Sostituendo i valori di x e y nella funzione z, si hanno i punti:            Q1=( -1, -1, -2) che è un  minimo e  Q2=(1,1,2) che è un  massimo.

*Per stabilire se questi punti sono massimi e/o minimi vincolati si va a costruire un determinante del terzo ordine che si chiama “hessiano orlato”:

        0      g'x              gy'                    0          2x        2y  

H=  g'x     z"xx       z"xy        =     2x       2(          0    = -(8(y2+8(x2) 

           g'y     z"yx        z"yy            2y       0           2(   = -(4+4) = -8

                                                                                  = -(-4-4) = 8 

dove:

g'x= 2x

g'y= 2y

z"xx=2(
z"yy=2(
z"xy=0

z"yx=0.


Se H(xo ,yo, (o)>0, in Po  la funzione ha un massimo vincolato;


Se H(xo ,yo, (o)<0, in Po  la funzione ha un minimo vincolato;


Se H(xo ,yo, (o)=0, non si può dire nulla e occorre studiare la funzione nei punti del vincolo "prossimi" a Po.
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